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Îáùî îïèñàíèå

Äèñåðòàöèÿòà å îò 37 ñòàíäàðòíè ñòðàíèöè. Èçëîæåíèåòî å áàçèðàíî íà àâòîðîâèòå
ñòàòèè [16] è [17].

Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò ïðåäãîâîð, äâå ãëàâè è ñïèñúê íà ëèòåðàòóðàòà,
ñúäúðæàù 17 çàãëàâèÿ, âêëþ÷èòåëíî öèòèðàíèòå ïî-ãîðå.

Â ïðåäãîâîðà ñà ïðèâåäåíè îñíîâíèòå äåôèíèöèè è îçíà÷åíèÿ. Íàêðàòêî ñà
ðàçãëåäàíè èçâåñòíèòå ðåçóëòàòè, âîäåùè äî âúïðîñèòå, ðàçãëåæäàíè â äèñåðòà-
öèÿòà.

Àïðîáàöèÿ

Ðåçóëòàòèòå â äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà

• Ïðîëåòíà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ 2016 , äîêëàä íà òåìà
”
Âúðõó åäíî äèôå-

ðåíöèàëíî íåðàâåíñòâî“.

• Ïðîëåòíà íàó÷íà ñåñèÿ íà ÔÌÈ 2017, äîêëàä íà òåìà
”
Âúðõó åäíà ãåîìåò-

ðè÷íà õàðàêòåðèçàöèÿ íà Áàíàõîâèòå ïðîñòðàíñòâà ñ ìîäóë íà èçïúêíàëîñò îò
ñòåïåíåí òèï 2“.
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Îïèñàíèå íà ðåçóëòàòèòå

Îñíîâíèòå çàäà÷è, ðåøàâàíè â äèñåðòàöèÿòà ñà èçñëåäâàíåòî íà ìîäóëà íà èçïúê-
íàëîñò è ìîäóëà íà ãëàäêîñò íà íÿêîè (äâóìåðíè) Áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà.

Íåêà X å Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.

Äåôèíèöèÿ 1.1 Ôóíêöèÿòà

δX(ε) := inf

{
1−

∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ : ‖x‖ = ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ = ε

}
,

êúäåòî 0 ≤ ε ≤ 2, íàðè÷àìå ìîäóë íà èçïúêíàëîñò íà X.

Äåôèíèöèÿ 1.2 Ôóíêöèÿòà

ρX(τ) := sup

{
‖x+ τy‖+ ‖x− τy‖ − 2

2
: ‖x‖ = ‖y‖ = 1

}
,

êúäåòî τ ≥ 0, íàðè÷àìå ìîäóë íà ãëàäêîñò íà X.

Ñ íÿêîè èçêëþ÷åíèÿ, ÿâíîòî èì ïðåñìÿòàíå çà êîíêðåòíî ïðîñòðàíñòâî å ñâúð-
çàíî ñ ãîëåìè òðóäíîñòè. Õèëáåðòîâèòå ïðîñòðàíñòâà ñà åäíî îò òåçè èçêëþ÷åíèÿ.
Ñïîðåä òåîðåìàòà íà Íîðäëàíäåð [13], òå ñå îêàçâàò

”
íàé-èçïúêíàëè“, ðåñïåêòèâ-

íî
”
íàé-ãëàäêè“, ñðåä ïðîñòðàíñòâàòà íà Áàíàõ. Èìåííî, àêî H å Õèëáåðòîâî, òî

çà âñÿêî Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà :

δX(ε) ≤ δH(ε) = 1−
√

1− ε2

4
=
ε2

8
+O(ε4)

è

ρX(τ) ≥ ρH(τ) =
√
1 + τ 2 − 1 =

τ 2

2
+O(τ 4) .

Âúâ âðúçêà ñ ãîðíîòî â äèñåðòàöèÿòà ñå ïðåñìÿòà è ðàçñòîÿíèåòî íà Áàíàõ-
Ìàçóð ìåæäó èçñëåäâàíèòå ïðîñòðàíñòâà è l

(2)
2 .

Äåôèíèöèÿ 1.3 Íåêà Y è Z ñà äâå èçîìîðôíè Áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà. Òîãàâà
d(Y, Z) = inf ‖T‖.‖T−1‖ , êúäåòî inf å âçåò ïî âñè÷êè èçîìîðôèçìè T : Y → Z ,
íàðè÷àìå (ìóëòèïëèêàòèâíî) ðàçñòîÿíèå íà Áàíàõ-Ìàçóð ìåæäó Y è Z.

ßñíî å, ÷å d(Y, Z) ≥ 1 è d(X,Z) ≤ d(X, Y )d(Y, Z) .

Çà Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X ñå äåôèíèðà è ñëåäíàòà õàðàêòåðèñòèêà:
d2(X) = sup{d(Y, l(2)2 )} , êúäåòî sup ñå âçåìà ïî âñè÷êè äâóìåðíè ïîäïðîñòðàíñòâà

Y íà X, à l
(2)
2 îçíà÷àâà äâóìåðíîòî Õèëáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñ äðóãè äóìè �

Åâêëèäîâàòà ðàâíèíà. Ðàçáèðà ñå d2(X) ≥ 1 .
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Ãëàâà 1

Â ïúðâà ãëàâà ñå èçñëåäâàò äâóìåðíè ïðîñòðàíñòâà îò êëàñà Xa, ñúñòîÿù ñå îò
âñè÷êè Áàíàõîâè ïðîñòðàíñòâà X, çà êîèòî

ρX(τ) =
1 + a

2
τ 2 + o(τ 2) .

Îñíîâíà ðîëÿ èãðàÿò ôóíêöèèòå

rY (σ) = ‖e1cosσ + e2sinσ‖Y ,

ñâúðçàíèòå ñ òÿõ ñà äâà êëàñà îò ôóíêöèè. Çà a ≥ 0 ñ Ga îçíà÷àâàìå êëàñà íà
âñè÷êè π-ïåðèîäè÷íè ôóíêöèè R = R(θ) òàêèâà ÷å

(I) 0 < R(θ) ≤ 1 , R(0) = R
(π
2

)
= 1 .

(II) Çà ïî÷òè âñè÷êè θ ñúùåñòâóâà R ′′(θ) è 0 ≤ R(θ) (R(θ) +R ′′(θ)) ≤ 1 + a .

Ôóíêöèèòå îò êëàñà Fa ⊂ Ga óäîâëåòâîðÿâàò è óñëîâèåòî

(III) sup
ϕ, θ

sin 2(ϕ− θ)
R 2(ϕ)

R(θ) (R(θ) +R ′′(θ)) = 1 + a .

Èâàíîâ è Òðîÿíñêè [4] äîêàçâàò, ÷å çà äâóìåðíî Y ∈ Xa , ÷èÿòî ñôåðà íà Äæîí
å Åâêëèäîâèÿ êðúã, å èçïúëíåíî rY ∈ Fa . Ïðè îöåíÿâàíå íà d2(X) çà X ∈ Xa, íà
ïðàêòèêà, ñå èçïîëçâà ñàìî óñëîâèåòî rY ∈ Ga , ïî-òî÷íî sup â (III) ñå ïðåñìÿòà

ñàìî çà |θ − ϕ| = π

2
. Òîâà, ðàçáèðà ñå, íå âèíàãè ìîæå äà ñå ïðåäïîëàãà.

Ïðîñòðàíñòâàòà, ðàçãëåæäàíè â òàçè ãëàâà, óäîâëåòâîðÿâàò
”
ïî-ñèëíà“ îöåíêà

îò öèòèðàíàòà îöåíêà, âúïðåêè, ÷å çà íÿêîè îò òÿõ sup â (III) ñå ïîñòèãà çà òî÷êè,
â êîèòî r′

Y
= 0 , à çà äðóãè îò òÿõ � â òî÷êè, çà êîèòî r′

Y
6= 0 , êàêòî ïîêàçâà

ñëåäâàùàòà òåîðåìà è íåéíîòî ñëåäñòâèå.

Òåîðåìà 2.1 Çà âñÿêî 0 < a èìà äâóìåðíî Xa ∈ Xa , êàòî ïðîñòðàíñòâàòà
Xa óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà:

1. rXa ∈ Fa çà âñÿêî 0 < a .

2. d2 (Xa) < d2
(
Xb
)
çà 0 < a < b .

3. Çà âñÿêî 0 < a èìà b > a , çà êîåòî rXb ∈ Ga \ Fa .
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Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìà 2.1 ñå ñúñòîè â èçñëåäâàíå íà äâóìåðíîòî ïðîñ-
òðàíñòâî Yλ . Íîðìàòà â íåãî çàäàâàìå ÷ðåç ïîñî÷âàíå íà åäèíè÷íèÿ ìó êðúã
B(λ) .

Íåêà λ ∈ [0, 1] , µ = 1− λ è

Cι1,ι2 =
{
(x1, x2) ∈ R2 : (x1 − ι1µ)2 + (x2 − ι2µ)2 = λ2

}
çà ι1 = ±1, ι2 = ±1 .

Ïîëàãàìå

B(λ) = conv {C1,1 ∪ C1,−1 ∪ C−1,1 ∪ C−1,−1} çà ‖x‖(λ) = inf
{
t > 0 :

x

t
∈ B(λ)

}
.

Ôóíêöèîíàëúò íà Ìèíêîâñêè íè äàâà íîðìàòà, êîÿòî ïî-íàòàòúê èçñëåäâàìå.

Ôèãóðà 2.1 èëþñòðèðà B(λ) è S(λ) â ñëó÷àÿ 0 < λ <
1

2
.

Ôèãóðà 2.1

Çà òàêà äåôèíèðàíèòå ïðîñòðàíñòâà ñà äîêàçàíè ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ (r = rYλ ):

Òåîðåìà 2.2

d2 (Yλ) = d
(
Yλ, l

(2)
2

)
=
√
2 +

(
1−
√
2
)
λ .
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Òåîðåìà 2.3 sup
σ

(r′′(σ) + r(σ)) r(σ) =
λ2 − 2λ+ 2

λ
.

Òðÿáâà äà ñå îòáåëåæè, ÷å sup íå ñå äîñòèãà, à å ãðàíèöàòà

lim
σ→γ−

(r′′(σ) + r(σ)) r(σ) , êúäåòî γ = arctg
1

1− λ
.

Êàòî ñëåäñòâèå ñå ïîëó÷àâà (èçïîëçâàíî å îçíà÷åíèåòî Q(λ) =
λ2 − 2λ+ 2

λ
)

Ñëåäñòâèå 2.6 r ∈ GQ(λ)−1 .

Òåîðåìà 2.4 sup
σ,ϕ

sin 2(σ − ϕ)
r2(ϕ)

r(σ) (r(σ) + r′′(σ)) = H(λ) .

Òóê H(λ) = λ2 sup
x∈A

M(x) , êúäåòîA =

{
x ∈ S(λ) : x1 > 0&

π

4
≤ arctg

x2
x1
≤ γ

}
.

Ñóïðåìóìúò âèíàãè ñå äîñòèãà, êàòî ïðè

λ <
−14

(
1 +
√
2
)
+
√

14
(
57 + 40

√
2
)

7
å èçïúëíåíî σsup >

π

4
è σsup − ϕsup 6=

π

2
,

à çà îñòàíàëèòå ñòîéíîñòè íà λ < 1 èìàìå σsup =
π

4
è σsup − ϕsup =

π

2
.

Êàòî ñëåäñòâèå ñå ïîëó÷àâà

Ñëåäñòâèå 2.11 r ∈ FH(λ)−1 .

Ïîëó÷åíî å è àñèìòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ρYλ :

Òåîðåìà 2.5

lim
τ→0

ρYλ (τ)

τ 2
=

1

2
H(λ) .

Êàòî ñëåäñòâèå ñå ïîëó÷àâà

Ñëåäñòâèå 2.12 Yλ ∈ XH(λ)−1 .

Ñëåä ïîäðîáíî èçó÷àâàíå íà ôóíêöèèòå Q(λ) è H(λ) å ïîëó÷åíî äîêàçàòåëñò-
âîòî íà òåîðåìà 2.1 . Ôèãóðà 2.2 èëþñòðèðà äîêàçàòåëñòâîòî.
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Ôèãóðà 2.2

Ïîëó÷åíà å è îöåíêà íà ðàçñòîÿíèåòî íà Áàíàõ-Ìàçóð ìåæäó è .

Ñëåäñòâèå 2.19 d2 (Xa) ≤ 1 +

(√
2 − 1

)
a

a+
√
2

ñ ðàâåíñòâî çà a ∈ [0, H(λ2)− 1] .

Çàáåëåæêà: H (λ2) =

√
7 + 1

3
.
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Ãëàâà 2

Âúâ âòîðà ãëàâà ñå èçñëåäâàò äâóìåðíè ïðîñòðàíñòâà îò êëàñà Xα , ñíàáäåíî ñ
íîðìàòà

‖(x1, x2)‖(α) :=
√

(max {|x1| , |x2|})2 + α (min {|x1| , |x2|})2 .

Íîðìàòà â Xα å ñðåäíî êâàäðèòè÷íà íà íîðìèòå ‖x‖2 =
√
x21 + x22 è

‖x‖∞ = max {|x1| , |x2|} ïîðàäè ïðåäñòàâÿíåòî

‖x‖(α) :=
√
α ‖x‖22 + (1− α) ‖x‖2∞ .

Òóê α ∈ (0, 1] å ôèêñèðàíî è ïî-íàòàòúê âìåñòî ‖x‖(α) ùå èçïîëçâàìå ‖x‖ .
ßñíî å, ÷å X1 ñúâïàäà ñ l

(2)
2 (àêî å íåîáõîäèìî, ùå ñ÷èòàìå, ÷å α < 1 ), à X0

ñúâïàäà ñ l
(2)
∞ � ñëó÷àé, êîéòî íå ðàçãëåæäàìå.

Çà òàêà äåôèíèðàíèòå ïðîñòðàíñòâà ñà äîêàçàíè ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ:

Òåîðåìà 3.1 Â ñèëà å:

d
(
Xα, l

(2)
2

)
=

√
2

1 + α
.

Ïðÿêî ñëåäñòâèå íà 3.1 å:

Ñëåäñòâèå 3.2

d2 (Xα) =

√
2

1 + α
.

Òåîðåìà 3.2

δXα(ε) = 1−
√

1− α ε2

4

çà âñÿêî 0 < ε <

√
2−
√
2 .

Êàòî ñëåäñòâèå îò òåîðåìà3.2 ïîëó÷àâàìå îñíîâíèÿ ðåçóëòàò íà òàçè ãëàâà.

Òåîðåìà 3.3 Dp ≥
√

2

p
çà âñÿêî p ∈ (1, 2] .
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Òóê Dp := sup {d2(X) : X ∈ Yp} , êúäåòî Yp å êëàñà íà âñè÷êè Áàíàõîâè ïðîñ-
òðàíñòâà X , êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèåòî

lim inf
ε→0

δX(ε)

ε2
≥ p− 1

8
.

Äîêàçàòåëñòâî: Ïîëàãàìå α = p− 1 . Îò òåîðåìà 3.2 ïîëó÷àâàìå

lim
ε→0

δXα(ε)

ε2
=

α

8
=

p− 1

8
, ò.å. Xα ∈ Yp .

Ñëåäîâàòåëíî, ïðåäâèä ñëåäñòâèå 3.2 , Dp ≥ d2 (Xα) =

√
2

1 + α
=

√
2

p
.

Ôèãóðà 3.1

Òåîðåìà 3.3 ïîäîáðÿâà ðåçóëòàòà íà Èâàíîâ, Ïàðàëåñ è Òðîÿíñêè [5]. Ôèãóðà
3.1 èëþñòðèðà ñðàâíåíèåòî ìåæäó îöåíêèòå.
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Àâòîðñêà ñïðàâêà

Ðåçóëòàòèòå, ïîñòèãíàòè â äèñåðòàöèÿòà, ñà:

• Èçñëåäâàíè ñà äâà êëàñà äâóìåðíè ïðîñòðàíñòâà Yλ , 0 < λ ≤ 1 è Xα ,
0 < α ≤ 1 .

• Ïðåñìåòíàòà å õàðàòåðèñòèêàòà d2 (Yλ) , d2 (Xα) .

• Íàìåðåíî å àñèìòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ìîäóëà íà ãëàäêîñò íà Yλ .

• Èçñëåäâàíè ñà êðèòè÷íèòå òî÷êè îò åäèíè÷íàòà ñôåðà íà Yλ .

• Íàìåðåíà òî÷íà ôîðìóëà çà ìîäóëà íà èçïúêíàëîñò íà Xα .

• Ïîëó÷åíà å íîâà, êà÷åñòâåíî ïî-äîáðà îò èçâåñòíèòå, îöåíêà çà Dp .

Äåêëàðàöèÿ çà îðèãèíàëíîñò

Äîëóïîäïèñàíèÿò Ðîñåí Àñåíîâ Íèêîëîâ, äåêëàðèðàì, ÷å
äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

½Îöåíêè íà ðàçñòîÿíèåòî íà Áàíàõ-Ìàçóð ÷ðåç ìîäóëè íà

èçïúêíàëîñò è ãëàäêîñò�

å èçöÿëî ìîé àâòîðñêè ïðîäóêò è â íåãîâîòî íå ñà èçïîëçâàíè ÷óæäè
ïóáëèêàöèè è ðàçðàáîòêè â íàðóøåíèå íà àâòîðñêèòå èì ïðàâà.

09 ñåïòåìâðè 2017 ã. Ðîñåí Íèêîëîâ
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Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîðúò áëàãîäàðè íà âñè÷êè ÷ëåíîâå íà êàòåäðà
”
Ìàòåìàòè÷åñêè

àíàëèç“ (íàñòîÿùè è áèâøè) çà ìîðàëíàòà ïîäêðåïà ïðè èçãîòâÿíå-
òî íà äèñåðòàöèÿòà.

Îñîáåíî öåííè áÿõà ñúâåòèòå íà àêàä. Ñòàíèìèð Òðîÿíñêè, ïðîô.
äìí Ðóìåí Ìàëååâ, äîö. ä-ð Ìèëåí Èâàíîâ.
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